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FIBRE VECTORIEL DE O-CORRÉLATION PONDÉRÉ 
SUR L’ESPACE P 2n+1 

MOHAMED BAHTITI 


RÉSUMÉ. Nous étudions dans cet article une nouvelle famille de fibrés vectoriels symplectiques 
algébriques stables de rang 2 n sur l’espace projectif complexe P 2rl+1 dont le fibré de corrélation 
nulle classique fait partie. Nous montrons que cette famille est invariante par rapport aux 
déformations miniversales. Nous étudions également les conditions cohomologiques suffisantes 
pour qu’un fibré vectoriel symplectique sur une variété projective soit stable. 


ABSTRACT. We study in this paper a new family of stable algebraic symplectic vector 
bundles of rank 2 n on the complex projective space P 2n+1 whose classical null corrélation 
bundles belongs. We show that these bundles are invariant under a miniversal deformation. 
We also study the sufhcient cohomological conditions for a symplectic vector bundle on a 
projective variety to be stable. 
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1. Introduction 


Les fibrés vectoriels algébriques non-décomposables connus de rang n — 1 sur l’espace projectif 
complexe P” pour n > 6 sont rares. Les familles de fibrés vectoriels seulement connues sont la 
famille de fibrés de Tango pondérés de rang n — 1 [9] et celle de fibrés instantons de rang n — 1 
pour n impair |2Tj. 

La famille de fibrés instantons présente un lien important entre la géométrie algébrique et 
la physique mathématique, en particulier la théorie de Yang-Mills. Cette famille de fibrés a 
été construite sur P 3 par Atiyah, Drenfeld, Hitchin et Manin [6] et correspond, grâce à la 
correspondance de Penrose-Ward, aux solutions auto-duales (instantons) des SU (2)-équations 
de Yang-Mills sur la sphère euclidienne S 4 [üj [Hj 0; jü| • Suite à la généralisation de la correspon¬ 
dance de Penrose-Ward sur l’espace projectif complexe de dimension impaire par Salamon [27], 
la famille de fibrés instantons a été généralisée sur P 2 " +1 par Okonek et Spindler |24] . Ensuite 
Spindler et Trautmann ont étudié la famille de fibrés instantons spéciaux [28f. 
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Les fibres instantons spéciaux de nombre quantique 1 sont des fibrés de corrélation nulle 
classiques sur P 2n+1 et sont la cohomologie de monades de type 

0 —>■ e> P 2 n+l(-l) A C 2n+2 (g) C> P 2 . + 1 A C> P 2 n + l(l) —► 0, 

où 

A ( y n ... y o • x n ... Xq ^ , B — ( Xq ... x n . t/o • • • Un ) ■ 

Xo, x \,..., x n , 2/0 j Uii ■ ■ ■ j Un étant des formes linéaires sans zéro commun sur P 2n+1 . 

En particulier nous nous intéressons à la généralisation de ces fibrés qui ont été étudiés sur P 3 
par Ein [T2], sur P 5 par Ancona et Ottaviani pour la première classe de Chern <7 = 0 [2] et qui 
ont été définis sur p 2n+1 par Migliore, Nagel et Peterson [22]. Plus précisément, soient 7 > 0 
et ( = 0,1 et Xi des entiers naturels pour i = 0 , 1 , 2 ,..., n tels que 

7 - C > A n > A n _! > ... > A 0 > 0. 

Soient Qi G H°(F 2n+1 , (9 P 2n+i(7 — — C)) et /,; G H°(F 2n+1 , (P P 2 n+i (7 + A n _*)) des formes 

homogènes sur p 2n+1 sans zéro commun sur P 2n+1 . Les fibrés de corrélation nulle pondérés 
(les fibrés de 0 -corrélation pondérés) sont la cohomologie de monades de type 

0 > Op2n+l (—7 — () > Hç > (P P 2 n+l( 7 ) -> 0 , 

OÙ 

A = ( Çn ■ ■ ■ 90 1 fn ■ ■ ■ fo ) ) B — ( fo ■ ■ ■ fn i 90 ■ ■ ■ 9n ) j 

et 

n n 

7~Lç := (Op 2 n+l (A n _*)) © ((P P 2 n+l( —Aj — ()) . 

i =0 Z—0 

La cohomologie A fç de la monade précédente est un fibré vectoriel symplectique normalisé de 
rang 2 n sur p 2n+1 pour laquelle les conditions suivantes sont équivalentes (théorème 14.13(1 

I - 7 - (n > ^" =0 Ai. 

II- Afç est stable. 

III- Afç est simple. 

Les déformations miniversales d’un tel fibré A/ç sont encore des fibrés de 0-corrélation pondérés 
sur p 2n+1 et l’espace de Kuranishi du fibré A fç est lisse au point correspondant de A/ç (théorème 
15.8p . Les conditions cohomologiques suffisantes pour qu’un fibré vectoriel symplectique sur une 
variété projective soit stable sont énoncées dans le théorèm d2.5l 

Je tiens à exprimer ma gratitude au directeur de ma thèse M. J.-M. Drézet et au professeur 
G. Ottaviani pour des discussions utiles. Je remercie également toutes les personnes qui ont 
contribué à m’aider à réaliser mes travaux. Cet article fait partie de ma thèse. 
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2 . Préliminaires 


2.1. Définition. On définit la résolution de Koszul généralisée de la suite exacte des fibres 

0 —» A —y B —* F —HD 


par 


0 —» «S* A —* 5 <_1 A® B —» S*' 2 A® f\B —» S’" 3 A® /\B —» S’” 4 A® f\B — 

i — 2 2 — 1 2 2 

^ S' 2 A® /\B ^ A® /\B —y /\B /\F -^0 


Soient rg(F) = r, et Ci(F) = c. On a /\ r_î F* = f\ r F* ® f\ l F = f \' F(—c). En tensorisant la 
résolution de Koszul généralisée par /\' F*, on obtient une résolution pour f\'~ l F* 

2 

0 —y s i A(-c ) —y S*- 1 A ® B(-c) -h S* -2 A® f\B(-c ) —> 

3 4 

«S* -3 A <8> /\ F(-c) -H S*" 4 A® /\ B(—c) —y ... 

2—2 2—1 2 r—i 

... —* S 2 A® f \ B(—c) —y A® /\ B(—c) -h /\ S(-c) — y /\ F* —» 0 


2.2. Définition. Soit E un fibré vectoriel de rang 2r srtr une variété projective X. On dit que 
le fibré E est symplectique si et seulement s’il existe un entier b G Z et un isomorphisme de 
fibrés 

<p : E —y E*(b) tel que ip* = —<p. 

Autrement dit, le fibré E est symplectique si et seulement s’il existe une forme symplectique non- 
dégénérée w G H°(f \ 2 E(—b)). Dans ce cas, la première classe de Chern de E est c\(E) = br. 

Nous allons développer les conditions cohomologiques suffisantes pour qu’un fibré vectoriel 
symplectique de rang 2r sur une variété projective X soit stable. Le lcmme suivant est une 
généralisation de m Lemnie 1.10). 

2.3. Lemme. Soit E un fibré vectoriel symplectique de rang 2r 12.21 sur une variété projective 
X. Pour tout 1 < j < r — 1, le fibré Ox est un supplémentaire dans le fibré /\ 2j E(—bj) et le 
fibré E est un supplémentaire dans le fibré f \ 2,7+1 E(—bj). Autrement dit, on a 

2 j 

/\ E{-bj) ~O x ® B, 


2j+l 

f\ E(-bj) ~ E © Aj. 
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Démonstration. Pour tout i < r. On a une forme non-dégénérée w G H°(/\ 2 E{—b)), donc on 
peut définir un morphisme injectif $ qui est localement donné par 

i —2 i 

<t: A e ^ A E (- b '> 

e\ A ... A e*_ 2 i—» ei A ... A ej_ 2 A w. 

Alors pour i = 2 j, le fibré (Px est un supplémentaire dans le fibré /\ 2j E(—jb). Pour i = 2j +1, 
le fibré E est aussi un supplémentaire dans le fibré /\ 2j+1 E(—jb). 

□ 

2.4. Remarque. Pour tout fibré vectoriel, le fibré /\ J+1 E est un supplémentaire dans le fibré 
i? (g) /y E , où j > 0. C’est-à-dire, on a un morphisme injectif localement donné par 

3 + 1 t 

$ : /\ E —>• E <S> f\E 
1 2+1 

ei A ... A ej+i i—* —— y^(-l) J ~ t+1 (ei A ... A êj A ... A e j+1 ) g) e*. 

^ ' i=1 

Le théorème suivant est une généralisation de OU, théorème 3.5). 


2.5. Théorème. Soient E un fibré vectoriel symplectique de rang 2 r, E ~ E*(b) où b G Z, srtr 
une variété projective X avec Pic(X ) = Z, et 1 < 2j + 1 < r un entier. On a 

1- Soient b > 0, et 

I) h\/\ 2j+l E ) =0, 

II) h°(E(-b(j + 1)) g) A 2i+1 Æ) = 1- 

Alors E est stable (au sens de Mumford-Takemato). 

2- Soient b < 0, et 

I) h°{/\ 2j+1 E*) = 0, 

II) h°(E*(b(j + 1)) g) A 2i+1 E*) = l. 

Alors E est stable (au sens de Mumford-Takemato). 

Démonstration. 1- Pour b > 0. Premièrement, supposons que l’on ait Z\ un sous-faisceau de 
ûbré E de rang 2ti + 1 qui déstabilise le ûbré E. D’après la définition de la stabilité on a 
c 1 (Z 1 ) = nii > 0, alors on a la suite exacte suivante 

0 —* Zi — > E —» G —>0 

où G est un faisceau sans torsion. En appliquant la résolution de Koszul 12.11 on a 

2ti+l 2ti+l 

A ^ -► A e , 


0 
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qui donne le morphisme 

2ti+l 

0 —► OxK) —► J\ E, 

on obtient 

0-- Ox-- A 2tl+1 E(- mi ) 

/\ 2tl+1 E 

Donc le morphisme c/j est une section de fibré E , ce qui contredit h°(/\ 2tl+1 E) = 0. 

Deuxièmement. Supposons que l’on ait Z un sous-faisceau de fibré E de rang 2t+2 et C\(Z) = m 
qui déstabilise le fibré E, alors on a la suite exacte suivante 

(*) 0 —y Z —y E —y G —y 0 

on G est un faisceau sans torsion. En appliquant la résolution de Kosznl 12.11 on a 

2t+2 2t+2 2t+l 

0—► f\Z A 

qui donne 

2t+2 2t+l 

0 —»■ Ox(m - b{t + 1)) -A f\ E(—b(t + 1)) -A G{-b{t + 1)) ® /\ E —> ... 

où on a g.f = 0. En tensorisant la suite exacte (*) par le fibré /\ 2t+1 E(—b(t + 1)), on obtient 
la suite exacte suivante 

2t+l 2i+l 2t+l 

(**) 0 —» Z® y\ £(-6(t+l)) —► £(-6(t+l))® /\ £ A G(-b(t+l))® f\ E —► 0. 




Mais d’après la remarque 12.41 , on a 

2i+2 2t+l 

/\ E(-6(f + 1)) C £(-&(* + 1))® /\ E, 
alors on obtient que h\^ 2 t +2 E , b ^ t+1 ^ = g. D’après le lernrne 12.31 , on obtient 

2t+2 2t+l 

O x ®B t = /\ E(—b(t + 1)) C E(-b{t + 1)) ® /\ E, 

qui donne, d’après (II), h°(B t ) = 0. Donc on obtient que 

f(O x (m - b(t + 1))) C Ox, g(O x ) = 0 et h(O x ) = 0. 


En prenant la cohomologie de la suite exacte (**), on obtient la résolution suivante 

2t+l 2t+l 

0 —>■ H°(Z(-b) ® /\ E(-bt)) —y H°{E{-b ) ® /\ £(-&*)) "A 
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H°(G(-b(t + 1)) 


2t+l 

A e ) 


Comme 


2t+2 2t+l 2t+l 

O x C /\ E(~b(t + 1)) C E{-b) <g /\ E(-bt) ~ 'Hom( /\ E*(bt),E{-b)), 


alors on a un morphisme non nul (/? : f\~ t+1 E*(bt) —» E(—b) correspondant à (9x tel que 
H°(h)(tf) = 0. Donc il existe un morphisme surjectif -0 dans Hom(/\ 2t+1 E*(bt), Z (—b)) 
projecté sur Ox tel que 


A 2t+1 E*(bt) ---- E(-b) -- 0 



Mais c’est une contradiction au fait que la condition h°(E(—b(t + 1)) <g> /\ 2t+1 E) = 1 entraîne 
que ip est le seul morphisme surjectif non nul projecté sur la supplémentaire Ox (voir 12. ■il) . 
Donc E est stable. 

2- Si b < 0. On considère ((E)*)*(—b) ~ E*. Comme on a 

2j+l 2j+l 

h°( /\ E*) = 0, h°{E*(b(j + 1)) <8) /\ E*) = 1 
alors, d’après (1), E* est stable. Donc E est stable. 

□ 

2.6. Remarque. Soit E un fibré symplectique de rang 2r sur une variété projective X, 
E ~ E*(b) pour un b e Z. Alors le fibré normalisé de E est un cas parmi les deux cas suivants 

- Soient b = 2 m — ( et ( = 0,1. Alors on a E(—m ) ~ (E(—m))*(—() et le fibré normalisé de 
E est E(—m) avec ci(E(—m)) = —(r. 
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3. Fibre vectoriel de O-corrélation pondéré 


Soient V un espace vectoriel complexe de dimension 2 n + 2, et P 2n+1 = P(V”) l’espace projectif 
complexe associé dont les points sont les droites de V. Soient 7 > 0, n > 1, Ç = 0,1 et A* des 
entiers naturels pour i — 0,1,2,... ,n tels que 

7 - C > A n > A n _! > ... > A 0 > 0 . 

Soient c/j G H°{F 2n+1 ,Op 2 n+i( r y — Aj — C)) et fi G H°(F 2n+1 , (9 P 2n+i(7 + A n _j)) des formes 
homogènes sur P 2n+1 sans zéro commun sur P 2n+1 . On considère la (2 n + 2) x 1-matrice 

B = T ( fo ... fn ; 90 ... 9n) 

et la 1 x ( 2 n + 2 )-matrice 

A = ( 9n ... 90 ; fn ■ ■ • /b ) 

qui vérifient A.B = 0. On considère aussi le fibré 

n n 

7~Lç := (Ofl> 2 n+l (À n _i)) © (Op 2 n+l( —Aj — C)) - 

i=0 i —0 

On obtient un isomorphisme canonique "Hç ~ 'Hq(-Ç). Tout cela nous donne la monade suivante 

0 -> ( 9 p 2 n+l(— 7 — C) —^4 "Hç —^4 Op 2 n+l( 7 ) -> 0 . 

On en déduit les suites exactes suivantes 

0 —Op 2 n+i (-7 - C) —■» Bq —» Qc;7;An,An-i,-,Ao —* 0; 

où Q^ ; 7 ;A n ,An-i,-,Ao est 1111 fibré vectoriel de rang 2n + 1 sur P 2n+1 et 

0 —■^C;7;A„ ! a„_i,...,Ao —* ,^n— 1 , —, Ao ^4 (9p2n+l(7) > 0, 

où .A/"f ; 7 ; A n ,An- 1 ,-,A 0 est un fibré vectoriel de rang 2 n sur P 2n+1 . Autrement dit, le fibré vectoriel 
•A/ç; 7 ;A„,a„_ i,...,A 0 est la cohomologie de la monade précédente. Le fibré A^ ; 7 ; A„,A n _ 1 ,...,A 0 a été 
étudié sur P 3 par Ein [_Î2], sur P 5 par Ancona et Ottaviani pour Ç = 0 [2], et a été défini sur 
p 2 n+i p ar jyfighore, Nagel et Peterson [22] . 

3.1. Définition. On appelle le fibré Qq ;Ti a„,a„_i,...,Ao le fibré de quotient pondéré sur P 2ri+1 des 
poids 7 ; X n , A n _i,..., A 0 , et on appelle le fibré A/ç ; 7 ;a„,a„_i,...,a 0 le fibré de 0-corrélation pondéré 
sur P 2n+1 des poids 7 ; A n , A n _i,..., A 0 avec c\ = — (n et d’une charge topologique 

c 2 = X - Ë 7-KO- ]ï>). 

z=0 ï—0 

On va utiliser Qq, Afi à la place de Qç ; 7 ; A„,A n _i,...,A 0 , A/ç ; 7 ;a„,a„_i,...,a 0 respectivement. On a donc 
la monade suivante 

(1) 0 -> (Pp2n+l (—7 — Ç) -> Bq -> (Pp2ïi+1 ( 7 ) -> 0 
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et les suites exactes suivantes 


( 2 ) 0 —> (9p2n+i (—7 — () —t Tiç —> Qç —> 0 , 

et 

(3) 0 —» J\f c —> Q ç -^4 O v 2 n+i( 7 ) —* 0 . 

On en déduit que ci(Qç) = 7 — £n. Soit J une (2n + 2) x (2n + 2)-matrice symplectique 

/ - 1 \ 


J = 


0 


v 1 


0 




Alors on a J 2 = —/ et T B = — A(—Q.J et T A = —J.B(—(). 

3.2. Proposition. Le fibré de 0-corrélation pondéré A/ç sur P 2n+1 est un fibré symplectique. 
Démonstration. Le fibré Mf est la cohomologie de la monade suivante 

0 —► O p2n + 1 (— 7 ) - J ^ ü Op2 n+ l(j + ()-^0 

où J 2 = —J, T B = — A(— Q.J et T A = —J.B(—(). Donc l’isomorphisme de monades suivant 


0 

0 


Op 2n+l(-7 - () 

Op 2^+1 (—7 - C) 


K 



J 


j-\ -M-O-J - 


Op2n+l (y) 

h-0 


Wc(-0 


( 9 p 2 n+l ( 7 ) 


0 

0 


induit un isomorphisme <p : A/ç —> A/ç(—C)- En transposant le diagramme précédent, les 
flèches verticales sont multipliées par —1. Donc on obtient T tp(— C) = —<£>. 

□ 


3.3. Proposition. Soient Qç le fibré de quotient pondéré sur P 2n+1 et A/ç le fibré de 
0-corrélation pondéré sur P 2n+1 qui sont définis par les suites exactes\^pt 0 Alors on a 

I) Qç est stable si et seulement si 7 — (n > (2 n + 1 )A„. 

II) Si Qç est stable, alors A/ç est simple. 
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Démonstration. Le théorème 2.7, [7] donne (I). 

Pour démontrer II), supposons que Qç est stable. En tensorisant la suite [3] par A/ç, on obtient 


la suite exacte suivante 


0 — >Af c ®Af£ —y Q c <g> Afç -—y J\f£ ( 7 ) —» 0. 


Alors on a 


< h°(Q c ®Af*). 

D’après le lemme [2731 et la proposition 13.21 on a que 

1 < h°(Af c 

On tensorise la suite duale de la suite [3] par Qç ce qui permet d’obtenir la suite exacte suivante 

0 —► Q c (- 7 ) ^4 Q c <g> Qç —y Q c <8 Ar* — ► 0. 

Cependant, de la suite [2] on a 


h°(Q f (-7)) = h\Q C (- 7)) = 0. 


Alors on a 


fc°CA£ <8 Q c ) = h 0 (Q}<g)Q c ). 

Mais, Qç est stable. On en déduit que h°(Afç <8 Af£) = 1. 

3.4. Remarque. Pour la suite exacte [21 on a la résolution suivante 

2 

(4) 0 —y 0 P 2n+i(-(^ + ()q) —)• ^(-( 7 + 0(9-1)) —> /\U(-(7 + 0(9-2)) 

^ A ^(-2(7+o) A ^(-(7+ 0 ) A ' n Â 2 —► 0 

où 1 ^ q ^ 2ro + 1. Pour la suite exacte [21 on a aussi la résolution suivante 

2n+l 

(5) 0 —y £> P 2 n + i(- 7 ( 2 ?! + 2 - q) + C(-(n+ 1) + g))—> A ' H d~ r ï(‘ 2n + 1 - 0 + C0 


2n 


2n—1 


a.2n-2-q 


—* A ' H d~i( 2n - 0 + CO 9 A ^c(- 7 ( 2 r - 1 - g) + C 0 

n+2 ri+l 

• • • anJ± > q A ^c(- 7 + + 2 - g) + C0 a;!± 4 9 A ?4( - 7+ + 1 - g) + Cg) 

n 

«c(- 7 (n - «) + C«) • 

9+3 9+2 9+1 9 

2+ A «<(-+ + c«) A «<(-27 + c«) 2+ A «c(-t + ci) 2+ a s; —> 0 


□ 
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où 1 ^ q < 2n + 1. Pour la suite exacte duale de la suite 


( 6 ) 


a 


2n+l 


(-7) 



on a la résolution suivante 


0 


> |çç] 
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4. Stabilité de fibré de O-corrélation pondéré 


Nous allons trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que le fibré de O-corrélation 
pondéré Afç sur P 2n+1 soit stable. 

4.1. Lemme. Soient p, q , k des entiers. Soit Aiç un übré comme dans \3. 1\ pour C = 0. 

I- Pour k > 7 et 1 < q < 2n + 1, on a 

h°(/\ q 'Hç(— k)) = 0 si et seulement si 7 > \ n _ i . En particulier, on a 

q n 

h°{/\U c (-k)) =0 si 7 > Aj. 

i =0 

II- Pour k > 2 et 1 < p, q < 2n + 1, on a 

h°({/\ p Hç) ® = 0 si 7 > E"= 0 A i- 

Démonstration. Pour démontrer (I), on a que 

q min(q—l,n) 

max{t G Z| (Pp 2 n *.wsA«<}= E A “- 

i=0 

Donc pour k > 7 , on obtient 

q min(q—l,n) 

h°(/\ k)) = 0 si et seulement si 7 > A n _j. 


»=o 


En particulier, on a 


^ 0 (A^c(- fc )) = 0 si 7 > Aj 


«=o 


Pour démontrer (II), on a que 

p q min(q—l,n) min(p—l,n) n 

c{t G Z| C> P 2n+i(t) ç ® (A^ç)} = X/ A n _i + ^ A n _j<2^Aj. 

2=0 2=0 2=0 


max\ 


Donc pour k > 2, on obtient 


fi°(( A «c) ® A ^c(~ fc 7)) = 0 si 7 > ^ A*. 


j=0 


□ 
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4.2. Lemme. Soient p, q, k, b, a des entiers. Soit PLç un übré comme dans \3.1\ pour Ç — 1. 

I- Pour k > 7 et 1 < q < 2n + 1 et 0 < |a| < n, on a 

h°(/\ Q PLfi—k + a)) = 0 si et seulement si 7 — n > Yl™\ n -i■ En particulier, on a 

q n 

h°(f\Pifi—k + a)) = 0 si 7 — n > A*. 

2=0 

II- Pour k > 2, 0 < | 6 | < n et 1 < p, q < 2 n + 1, on a 

h°((/\ p U fi ® A <; Efi-k'y - b)) = 0 si 7 - n > Jfi r - =0 A*. 

Démonstration. La démonstration de ce lemme est très similaire à celle du lemme 14.11 

□ 


4.3. Proposition. Soit Qç le fibre de quotient pondéré sur P 2n+1 qui est défini par la suite 
exacte S pour ( = 0. Soient l<q<n,0<i<2n + l et k > 0 des entiers. Alors on a 

I- /i°(A 9 Qç( _m )) = 0 si 7 > S”=o A*, Vm G N. 

II- Pour 0 < k < q, on a 

q ( 0 : i fi q 

h\/\ Q* c (~k 7 )) = < e k , q : i = q k 

[ 1 : i = q = k 

où e k , q = h 1 {ker['Hfi'f(q - 1 - k)) —* £^+ 1 ( 7(9 - k))}}. 

III- Pour k > q, on a 

fc‘(A C{(-*7)) = 0 - 


Démonstration. Pour démontrer (I), on considère l<g<n, 0<z<2n + let Vm G N et 
£ = 0. De la résolution El on obtient la résolution suivante 

2 

0 —>• (P P 2 n+i(—7(2n + 2 — q) — m) —>■ PLfi—^{2n + 1 — q) — m) —>■ f\'Hfi— r y(2n — q) — m ) 

a2 L4- /\nfi-^(2n - 1 - q) - m) ... 

q +3 q +2 g+1 g 

A ^c(- 3 A - m) ^ A ~ m) A ^ c(_7 " m) ^ A 2 t(-™) 


« 3 , 


Soit A r = ker(a r ) où r = 0,1,..., 2n — 1 — q. Alors on obtient que hfiAfi = 0 pour j < q. 
Mais on a 

<7+1 n 

h°{ A 'Efi—'y - m)) = 0 si 7 > ^ A„. 

v=0 

Donc on obtient, pour tout m G N, 


h°(f\Q\{-m)) =0 si 


v=0 
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De plus on a h l (/\ y <2£(—m)) = 0 pour 0 < i < q — 1. De la résolution duale de résolution [4] 
on obtient la résolution suivante, pour tout q > 0 , 


q- 1 < 7-2 

b„ 


Oq-3 


o —► a s;(-u) —► A n d-ki) —► a A W <w 2 - *» 

3 2 

■ ■ ■ A^c(T(^-3-A;)) A /\HMq-2-k)) ^ Ufi^q-l-k)) ^ O^q-k)) — ► 0. 

On considère I? r = ker(b r ) pour r = 0,1,..., q — 2 . Alors on obtient 

ti{B q _ 2 ) = 


0 : q < i < 2n 

h 1 (B 0 ) = e k) q : i = q- 1 


Comme on a la suite exacte 


o —> a s;(-u) —> A M <(-^) —>■ —> », 

alors on a, pour 0 < k < q et 0 < i < 2n + 1 , 

q ± i 
i = q = k 


ti(/\ CJ(-*7)) 

Pour /c > g et 0 < i < 2n + 1, on a 


0 

1 

^k,q 


smon 


h'{ A eî(-fc T )) = o. 


□ 


4.4. Proposition. Soit Qç Ze /i&ré de quotient pondéré sur P 2n+1 qui est défini par la suite 
exacte m pour C — 1- Soient l<q<n,0<i<2n + l et k > 0 et 0 < a < n des entiers. Alors 
on a 

B h°(/\ q Qli-k'y - a)) = 0 si 7 - n > E”=o V 
II- Pour 0 < k, a < q, on a 


h‘(/\ Ql(~k-, - a)) 


0 

1 

£k,q,a 


q ± i 

i = q = k = a 
sinon 


où e k , q , a = h 1 {Ker[Hç( , y(q - 1 - k) + q - 1 - a) - 
III- Pour k,a > q, on a 

ti( A Q’d-h - <•)) = 0. 


0 P 2 „+i( 7 (g - k) + q - a)]}. 


Démonstration. La démonstration de cette proposition est très similaire à celle de la proposition 

m 

□ 
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4.5. Proposition. Soit J\fç le fibre de O-corrélation pondéré sur P 2n+1 qui est défini par la suite 
exacte^ pour ( = 0. Pour 1 < 2j + 1 < n et m > 0 des entiers, 

I- Si on a 7 > Ydi=o^i> alors on obtient que h °(/\ 2l+1 Affi—m^)) = 0. 

II- h\/\ 2 i+ 1 M ( (-' l )) = 1. 

Démonstration. Pour démontrer (I), on fixe 1 < 2j + 1 < n, Vm G N et Ç = 0. On obtient, de 
la résolution 0 la résolution suivante 

2 

0 —» C> P 2 n+i(- 7 ( 2 j + 1 + m)) —> Q*d~ r ï(2j + m)) —> /\ Q* c (--f{2j - 1 + m)) 

a ^/\Ql(- 1 (2j-2 + m)) a ^... 

2 j 2 j+l 2 j+l 

■ ■ • + m )) A A —> 0. 

On considère Ai = ker^af) pour i — 0,1,..., 2j — 1. Les termes dans cette résolution sont de 
la forme f\ q Q* ( -{—'y(k + m)), où 0 < k < 2 j, 1 < q < 2 j + 1 tels que k + q = 2 j + 1 et k q. 
D’après la proposition 14.31 on obtient que h k (/\ 2l+1 ~ k Q£(— j(k + m ))) = 0. Comme 

ù 2 i+ 1 (C> P 2 n + i (— 7 ( 2.7 + 1 + m.))) = 0 

alors on a h l+ 1 (Ai ) = 0, i — 0,1,..., 2 j — 1 . De la suite exacte 

27+1 27+1 

0 —> a 0 —* A A —> 0 

et comme h °(/\~ J+1 < 2 £(— 7 m)) = 0 si 7 > ^” = 0 Aj, alors on obtient que 

2j+l n 

h°( A = ° si 1 >YM 

i =0 

Pour démontrer (II), on fixe m = 1 dans la résolution précédente. On obtient la résolution 
suivante 

2 

0 — ► CW (— 7 ( 2.7 + 2)) — ► Q*(- 7(2 j + 1)) —► A 2c(- 7(2i)) 


d 2j- 


; A 2;(-^(2i -1)) 


d 2j-2 


3 +1 


j+2 


a i+2 


A 2<(-7Ü + 2)) ^4 A fic(-7Ü + 1)) A S<(-7(i)) ^ • 




27-1 


27 


27 + 1 


27 + 1 


A Qc(- 37) A 2t(- 2 A) A Cc(-7) A ^c(-7) -> 0 


On considère D a = ker(d a ) pour a = 0, 1, ..., 2j — 1. Les termes dans cette résolution sont de 
la forme /\ q Q^(-kj) où 1 < k, q < 2 j + 1 tels que k + q — 2 j + 2 . 

On a deux cas: 
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Premier cas, si k > q. Dans ce cas on obtient, d’après la proposition 14.31 que 

q 

h l (/\ Qç(-k'y)) = 0 pour i 0 , 2 n + 1 . 

Donc ça nous donne que h l (D a ) = 0 pour a > j, i <2n — j, sauf pour i = a. On a 

i+1 

ti + \/\QÎ(-l(j + !))) = ! , h\Dj) = 0 , i = j + l,j + 2 . 

De la suite exacte suivante 

j +1 

0 —» Dj —» y\ Qç( _ 7Ü + 1)) —t Dj -1 —» 0, 

on obtient que /i J " + 1 (Dj_ 1 ) = 1. Donc on obtient h a+ 2 (D a ) = 1 pour a = 0,1,..., j — 1. 

Deuxième cas, si k < q. D’après la proposition 14.31 on obtient h l (/\ q Q^(—k'y)) = 0 pour 
i = k, k — 1 ,1 < k < j + 1. Alors on obtient que h a+ 2 (D a ) = 1 pour a = 0,1,..., j — 1. 

Dans les deux cas: d’après la proposition 14.31 on obtient que 

2j+l 

h l ( y\ QJ(- 7 )) = 0 pour i = 1 , 2 . 

Donc d’après la suite exacte suivante 

2j+l 2j+l 

0 > D 0 > /\ Q*{- 7 ) /\ jV ç (- 7 ) —► 0, 


on obtient que h 1 (/\ 2j+1 7 )) = 1 . 


□ 


4.6. Proposition. Soit J\fç le fibré de 0-corrélation pondéré sur IP 2ri+1 qui est défini par la suite 
exacte 0 pour £ = 1 . Pour 1 < 2j + 1 < n, m > 0 et 0 < a < n des entiers, 

I- Si on a 7 — n > ^” =0 A*, alors on obtient que h 0 (/\~ J+1 A/"£(—mq — a)) = 0 . 

//-/i 1 (A 2 ’ +1 V7-t-Ü+1))) = 1. 


Démonstration. Pour démontrer (I), on fixe 1 < 2j + 1 < n et £ = 1. On obtient, de la 
résolution [7] la résolution suivante 

2 

0 —» (P P 2 n+i(- 7 ( 2 j + 1 + m) - a) —» Q£(—q( 2 j + m) - a) —» Qç(- 7 ( 2 i - 1 + m) - a) 

3 

^ A Sç(-7(2j - 2 + m) - a) 
j'+i 3 +2 

A 2ç( _ AÜ' + m)-a)^A Qç(- 7Ü' - 1 + m) - a) 

2j 2j + 1 2j+l 

A 2ç( — 7(1 + m) - a) —->• A 2ç( _ A m - «) A ( _ 7 m - «) 


a 2 j — 2 


a J+l 


a j -1 


0 
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On considère Ai = Ker{af) pour i — 0,1,..., 2j — 1. Les termes dans cette résolution sont de 
la forme f\ q Qf{—^{k + m) — a), où 0 < k < 2 j, 1 < q < 2j + 1 tels que k + q — 2j + 1 et k ^ q. 
D’après la proposition 14.41 on obtient que h k (f\ 2j+l ~ k Qç{—i(k + m) — a)) = 0. Comme 

h 2 i +1 (Op 2 n+i (—q( 2 j + 1 + m) — a)) = 0 
alors on a h l+1 {Ai ) =0 , i = 0,1,2 j — 1. De la suite exacte 

2 j+l 2j+l 

0 —> A 0 —» f\ Q^-ym - a) /\ - a) —> 0 

et comme h°{/\ 2j+1 Q^{— 7 m)) = 0 , sz 7 — n > Y^=o alors on obtient que 

2j+l n 

h°{ Nç{—yrn — a)) = 0 , si 7 — n > ^ À*. 

»=o 

Pour démontrer (II), on fixe m = l,a = j + 1 dans la résolution précédente; on obtient la 
résolution suivante 

2 

0 —» CW>(-7(2j + 2 ) - (i + 1)) —> QJ(-7(2j + 1) - (i + 1)) —> f\ SJ(-7(2i) - (j + 1 )) 

^ À S;(-t( 2 j - 1 ) - (j + 1 )) ^ ■ 

i i+i i+2 

• • • ^ A e;(-7ü+2)-(i+i)) ^ A s;(-7(i+i)-(i+i)) A a s;(-7(i)-ü+i)) ^4.. 

2 j 2 j+l 2 j+l 

... 44 A ej (-27 - ü + 1 )) 44 A e;(-7 - u + 1 » A A jv?(- 7 - 0 + 1 » —>■ 0 . 

On considère A = Ker(di ) pour i = 0,1,, 2j — 1. Les termes dans cette résolution sont de 
la forme /\ 9 Q^—k'y — (j + 1 )), où 1 < k, q < 2j + 1 tels que k + q = 2j + 2 . 

On a deux cas: 

Premier cas, si k > q. Dans ce cas, on obtient, d’après la proposition 14.41 que 

<? 

h l {/\ Q*((—k^) — (j + 1 )) = 0 pour i ^ 0 , 2 n + 1 . 

Donc ça nous donne que h 1 {D^) = 0 pour (3 > j, i < 2n — j, sauf i = f3. On a 
i+1 

h 3+ \ A Qç(—7(J + 1 ) - U + 1 ))) = 1 , h\Dj) = 0 , i = j + 1 , j + 2 
et on a la suite exacte suivante 

3 +1 

0 —» Dj —* /\ Qç( _ 7Ü + 1 ) — {j + 1 )) —* Dj -1 —* 0 

On obtient que h^ +1 {Dj_f) = 1. Donc on obtient h^ +2 {Dp) = 1 pour f3 = 0,1,..., j — 1. 

Deuxième cas, k < q. D’après la proposition 14.41 on obtient 

n 

h l {f\ Qç(— k'y) — {j + 1 )) = 0 pour i = k, k — 1 ,1 < k < j + 1 . 
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Alors on obtient que hP + 2 (Dp) = 1 pour fi = 0,1,... ,j — 1. Dans les deux cas: d’après la 
proposition 14.41 on obtient que 

2 j+l 

h l ( /\ Q * c (-7 - (j + 1))) = 0 pour i = 1,2. 

Donc d’après la suite exacte suivante 

2 j+l 2 j+l 

0 —> D 0 —> /\ QK -7 - U + 1 )) A A*(-7 - U + 1)) —> 0, 


on obtient que h 1 (/\ 2j+1 (—7 — (j + 1 ))) = 1 . 


□ 


4.7. Proposition. le fibre de quotient pondéré sur P 2n+1 qui est défini par la suite 

exacte H pour C = 0. Soient cü £ Z ; 1 < fc < n + 1 un entier. Si on a 7 > ^" =0 A i; alors on 
obtient 

- Pour a = 1, 

k 

h l (Q*ç <g> y/\ 'Hç(-a'y)) = 0 , où 2 < i < 2 n, ou bien i = 0. 


- Pour a <1, 

k 

h l (Qç® l\'Hç(—a 7 )) = 0 , où 2 < i< 2 n. 

- Pour a > l, 

k 

h l (Q*- ® %ç(—<cry)) = 0, où 0 < z< 2n. 


Démonstration. On fixe 7 > ^" = 0 Aj. Soient 1 < k < n + 1 un entier et a € Z et C = 0. 
On veut calculer les groupes cohomologiques du fibre 

k 

Ql® /\H c (-orf). 

De la suite exacte suivante 

k k k 

0 ^ Q* ( ® f\Ufi-a^) /\ft f (-a 7 ) —► A^c(7(-« + i)) — >0 


et d’après le lcnnne 14.11 


h'(Q’® f\H c (- al )) 

k 

h‘(Ql® /\H ( (~oa)) 


0 , 2 < i < 2n, 

0 , 1 < i < 2 n. 
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Pour calculer h°(Q £ <g) /\ h 'Hç(—a 7 )), on va utiliser la résolution [5] avec q = 1. Donc on obtient 
la résolution suivante 


0 —» /\ 'Hç(— 7(0 + 2 n + 1 )) —» < 8 > /\ ^(— 7 (a + 2n)) 


( A «c) ® A + 2n - 1)) “N 1 ( A «<) ® A «c(-7(a + 2n - 2)) 


d2n-3 


... (A«c)®A W <(-7(o+2)) A (A«ç)®A W <(-7(o+1)) Ql®/\H c (-a 7 ) —K). 

On considère ZA, = ker(dj) pour j = 0,1,..., 2n — 2. D’après le lennne 14.11 on obtient que 
h l (Dfi) = 0 pour a G Z. D’après le lernrne 14.11 et de la suite exacte suivante 

2 k k 

0 —> D 0 —» (/\ n c ) < 8 > A ^c(- 7 (« + 1 ))^Q;®A Hc(-cry) —► 0 


on obtient que, si a > 1 , 


k 

h°(Q* c ®/\H c (-a'y)) = 0. 


□ 


4.8. Proposition. Soit Qç le fibre de quotient pondéré sur P 2n+1 qui est défini par la suite 
exacte m pour ( — 1. Soient a G Z, 2 < k < 2n + 1 et | 6 | < n des entiers. Si on a 
7 — n > ^" =0 A i, alors on obtient 

- Pour a = 1, 

k 

h l (Q*ç (g) A^c (-«7 — b)) = 0, où 2 < i < 2 n, ou bien i = 0 


- Pour a <1, 


- Pour a > l, 


k 

h l (Q*ç (g) A %ç ( — “7 — &)) = 0 , où 2 < i < 2n. 


k 

/d(Qç <g> A ^c( — a 7 — ^)) = 0, où 0 < i < 2n. 


Démonstration. La démonstration de cette proposition est très similaire à celle de la proposition 

ED □ 
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4.9. Proposition. Soit Qç le fibre de quotient pondéré sur P 2n+1 qui est défini par la suite 
exacte H pour C = 0 . Soient a >0 et l<q<n des entiers. Si on a 7 > Y^=o alors on 
obtient 

- Pour a = 0, 

9 

h l (Q*ç ® < 2 £(— 07)) = 0 , où 2 < z < q — 1 , ou bien i = 0 ou bien q + 1 < i < 2 n. 

- Pcmr a > 0, 

9 

<g> Q£(—cry)) = 0, où 0 < z < g — 1 ou bien q + 1 < z < 2 n. 


Démonstration. On fixe 7 > K- Soient a > 0 et 1 < q < n des entiers et £ = 0. On veut 
calculer les groupes cohomologiques du fibre 

9 

Q* c ®/\Q* c (-a 7). 

De la résolution [5j on obtient la résolution suivante 

2 

0 —» Q* c (-'y(a + 2n+2 - q)) —» Qf-®'Hfi- r y(a + 2n +1 -q)) —» Q* ( ® /\'Hfi- r y(a + 2n-q)) 

3 

b2 ^ q Q* c ®/\ Hd-'y (a + 2 n-l- q)) ... 

q+2 q+1 q 

A ^c(-7(« + 2 ))^Q*®/\ H ç (-7(« + 1 ))^Ql® i\ Qç(-«7) —► 0 . 

On considère B m = ker(b m ) pour m = 0,1,..., 2rz — 1 — q. D’après la proposition 14.71 on a 
alors 

h l (B 0 ) =0, où 0 < z < q. 


De la suite exacte suivante 

<7+1 q 

0 —» B 0 — > Qç®/\ Hd~l (« + 1)) -^Q* c ®/\ Qç(-«7) — > 0 

et d’après la proposition 14.71 on obtient, si a = 0, 

q 

h\Q*- ® y\ Q*d~ « 7 )) = 0 , où 2 < z < q — 1 , ou bien z = 0 . 

On obtient aussi, si a > 0, 

q 

h l (Qç ® y\ Q((— « 7 )) = 0 , où 0 < z < ç — 1 . 

On a la résolution suivante 

9 9 9-1 

■—> Ql ® A 2c(-« 7) —> Qç ® A ^c(-«7) —► Qç ® A ftç(7(-a + 1)) 


0 
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“ 2 , 


Qç ® A ^c(7(-« + ï-2))Ag^ n c (y(-a + q- 1)) Q^( 7 (-« + g)) — >• 0. 

On considère y4 r = ker(a r ) pour r = 0,1,..., g — 2. D’après la proposition 14.71 on a alors 

h l (A q _ 2 ) =0, où q < i < 2 n. 

De la suite exacte suivante 

<? 9 

0 —► A 2c(-« 7) —► Qç <8 A ^ç(- a 7) —► A q _ 2 —► 0 

et d’après la proposition 14.71 on obtient, si a > 0, 

g 

/d(<2ç (8) A 2ç( —a 7)) = 0, où q + 1 < i < 2 n. 


□ 

4.10. Proposition. Soit Qç le fibré de quotient pondéré sur P 2ri+1 qui est défini par la suite 
exacte H pour ( = 1. Soient a>0 et l<q<n et 2<d<n des entiers. Si on a 
7 — n > K, alors on obtient 

- Pour a = 0, 

<? 

h l {Qf- (g) A Qç(—«7 — g?)) = 0, où 2 < z < q — 1, ou i = 0 ou q + 1 < z < 2 n 

- Pour a > 0, 

<? 

hé (Q*- (g) Qç(—ay — d)) — 0, où 0 < i < q — 1 ou q + 1 < i < 2 n. 


Démonstration. La démonstration de cette proposition est très similaire à celle de la proposition 

HH □ 

4.11. Proposition. Soit Afq le fibré de 0-corrélation pondéré sur P 2n+1 qui est défini par la 
suite exacte\B pour ( = 0. Soit 1 < 2 j + 1 < n. Si on a y > ^” =0 Ai, alors on obtient que 

2j+l 

h° (Af( ig) A -A/c) = 1- 


Démonstration. On fixe 1 < 2j + 1 < n et y > À* et ( = 0. D’après le lemme [2731 et la 
proposition 13.21 on obtient que 

2j+l 

h°(Afq <g> A -A/ç) — 1 - 

De la suite exacte suivante 

27+1 27+1 2j+l 

—> A -^(-7) — >Q* C ® /\Af< —> Af ( ig) /\ Af c —> 0 


0 
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et suivant la proposition 14.51 il suffit de démontrer que 

2j+l 

h°(Ql® f\ Af c ) = 0 


pour que l’on ait 

2j+l 

h°(Afç <g> y\ Afç) = 1. 

De la résolution [TJ. on obtient la résolution suivante 


«y-i 


H+? 


P3 


0 —► Qç(-7(2j + 1)) —► <2^ ® Qç(-7(2j)) Qc® A Qc(-7(2j - 1)) 

3 

s;®A s c(-7(2i-2))'^... 

i j’+i i+2 

7®A S <(-7Ü +1)) ^ Q< ® A Sc(-7Ü)) 2A s; ® A -1)) ^ • • 

2 j —1 2 j 2j+l 2j+l 

Q* c ® A 2c(- 2 7) Qç ® A Qc(-t) 2c ® A Q c 2c ® A —► °- 


On considère E m = ker(fj, m ) pour m — 0,1,..., 2j — 1. Les termes dans cette résolution sont 
de la forme 

<? 

Qf ® A Q ç( _a T>’ 

où 0 < a < 2j, l<q<2j + l<n tels que q + a = 2j + 1 et q ^ a. D’après la proposition 
14.91 on a 

2 .J+1 —a n 

h a (Qç ® A Q((~ a l)) = 0 pour tout a, si 7 > A*. 

i =0 

Comme h l (Q^(—^( 2 j + 1))) = 0 pour tout 0 < i < 2 n, alors on obtient que ù 1 (E 0 ) = 0. 
En utilisant la suite exacte suivante 

2j+l 27+1 

0 —► E 0 —► Q* ( <g> A Q l Q*C ® A -^c — »• 0, 


on obtient que 


et 


2j+l 

h°(Ql® A ^c) = 0, 

2j+l n 

h°(J\fç ® A AT f ) = 1 si 7 > ^ A*. 

2=0 


□ 
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4.12. Proposition. Soit A/ç le fibré de O-corrélation pondéré sur P 2n+1 qui est défini par la 
suite exacte\B pour ( = 1. Soit 1 < 2j + 1 < n. Si on a 7 — n > ^” =0 Xi, alors on obtient que 

2j+l 


h°W(-U + 1)) ® A A) 


= 1 . 


Démonstration. On fixe l<2j + l<net^/ — n> Y^=o Xi et Ç = 1. D’après le lemme 12.31 et 
la proposition 13.21 on obtient que 

2 j+l 

h°(Af c *(-(j + l))® /\ Af£) > 1. 

De la suite exacte suivante 

2 j+l 2 j+l 2 j+l 

0 —> /\ up-j - (j + 1 )) —► + 1)) « A A —► A °(-V c -(-(i + 1 )) ® A A/?) — ► 0 

et suivant la proposition 14.61 il suffit de démontrer que 

2 j+l 

h°(Ql(-U + l))® A A/ c)=° 


2j + l 


pour que l’on ait 

AAH.) + 1)) ® A A") = 1. 

De la résolution [TJ. on obtient la résolution suivante 

0 —► Qç(- 7 (2j + 1) - (j + 1)) —► ® Qç(-7(2j) - U + 1)) — 

2 3 

Ql®/\ Qç(—7(2 j - 1 ) - (j + 1 )) ^ Qç® A 2<(-7(2j - 2 ) - (j + 1 )) 


Wj-,2 


A )+2 


1+1 


s; ® A +1) - <J + 1 » H fit ® A Ql(-rÜ) - Ü + 1 )) 


Ai , 


27+1 


21+1 


Mi, 


ai ® A s c<-(i + 1 » -+ s;-(-(i +1)) ® A -A' — 4 0 


On considère E m = Ker(p m ) pour m — 0,1,..., 2j — 1. Les termes dans cette résolution sont 
de la forme 

<? 

Qç® A2ç( -a 7-(i + 1 )), 

où 0 < a < 2j, l<q<2j + l<n tels que q + a = 2j + 1 q=fi a. D’après la proposition 14.101 


on a 




h a (Q*ç® A Qç(—«7 - (j + 1))) = 0, pour tout a 

Comme h t (Q^(—'y(2j + 1)) — (j + 1)) = 0, pour tout 0 < i < 2n, alors on obtient que 
/r 1 (S 0 ) = 0. En utilisant de la suite exacte suivante 

21+1 2j+l 

—> s» —» ai ® A s«(-ü + !)) -+■ s;(-ü + 1 » » A A* — 1 • 


0 


0 
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on obtient que 


Donc, on a 


2j+l 


h°(Q* c (-(j + l))® A A/ c) = °- 


2 j+l 


+ 1)) < 8 > A W) = 1 si 7 -n>y^\j. 


i=0 


□ 


4.13. Théorème. Soient Q( ; 7 ; a„,a„_i,.,Ao le fibre de quotient pondéré sur f> 2n+l des poids 
7 ; A n , À n _i,..., Ao et A^ ; 7 ; A„,A n _i,...,A 0 I e fibré de O-corrélation pondéré sur P 2n+1 des poids 
7 ; X n , X n -i, • • •, A 0 qui sont définis par les suites exactes suivantes 


B 


0 . 


0 —* Op2"+i(-7) ——>■ Hç —> Qç; 7 ;An,A„-i,...,A 0 —» 0 

0 -1 A/' C;7; A n ,A n _ 1 „..,Ao -* QC;7;An,An-l,...,A 0 C ) p2n+l(7) 

Pour 1 < 2j + 1 < n. les conditions suivantes sont équivalentes 
I- 7 - (n > EILqA, 

//- A/c; 7 ;a„,a„-i,...,Ao est stable. 

III- J\f c . Tj A„,A n _ lj ...,A 0 est simple. 

Démonstration. Pour £ = 0. 

(J) => (J/). On fixe 7 > EILo Aj. D’après la proposition 13.21 le fibré •A/"o 7 ;A n ,A„_i,...,A 0 est 
un fibré symplectique. D’après les propositions 14.51 , 14.111 et le théorème 12.51 on obtient que 
■^/ç;7;An,An-l,.. .^o est stable. 

(II) => (///). Evident. 

(III) =>■ (/). On suppose que 7 < Eto A i- On choisit q 0 < Ei=o A n -» un entier tel que 
7 o > A n > A n _i > ... > A 0 > 0 . De la résolution [5], on obtient la résolution suivante 

2 

0 —» (Pp2n+i(—2n7o) —» ^ c (-7o(2n - 1 )) —» A^c( - 7o(2n - 2)) 

3 

/\W C (— 7 o( 2 n- 3 )) 

... 2». /\W { (-3To) 22. /\W c (-27o) 22. A« c (-7o) ^ J\ . Ao - 

On considère Aj = ker(aj) pour j — 0,1,..., 2n — 3. Du lemme 14.11 on obtient alors 

h k (A 0 ) = 0, 0 < k < 2 . 

De la suite exacte suivante 

3 2 

—» 4> —► A«c("2o) ^ A .A. -► 


«2n-3 


«2n-4 


0. 


0 


0 
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on obtient la suite exacte des cohomologies 

0 -c H»{A„) -> 7c)) ^ ff°(A . m) -*• «• 

D’après le lernrne 14.11 on obtient id°(/\ 3 'Hç(— 70 )) 7 ^ 0, car 7 0 < A n _;, ce qui nous donne 

2 

0 ^ "“(A .a.) # c. 

De la résolution [3 on obtient la résolution suivante 


0 - y Op2n+l (— 270 ) 


Q 


CîTO 






Ao 


/\*^C>70;An,An-lv|Ao ^ 0 

qui est équivalente aux deux suites exactes suivantes 

2 2 

0 * £0 * /\ 2c;7o;An,An-i,...,Ao ~^ A^;7o;A„,An-i,-,Ao * 

0 -* ^P 2n+1 ( _2 7 o) ■> QcîTDîAnAn-l.-.Ao^ - ^ 0 ) -* -* 0 - 

On obtient h°(B 0 ) = 0, A 1 (S 0 ) = 1. De la suite exacte de cohomologie des fibrés 


0 —► H°(/\ , Ao) —► ^(Bb) —» 0 , 


on obtient que 0 7 ^ H°(/\ 2 A/^ ; 7 o; A„,An-i,-,Ao) 7 ^ C. Mais, on a 
2 

B” (/\•^C;7o;A«,A n —i,...,Ao) — B” (A/^ ; -y 0 ;A nj A n _i,...,Ao ® •^C;7o;A n ,An-ivAo)■ 

Autrement dit, A/ç ;7o; A n ,A ri _ 1 ,...,Ao n ’ es t pas simple. Ce qui est une contradiction. 

Pour £ = 1, la démonstration dans ce cas est très similaire à celle pour £ = 0. □ 
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5. Déformation miniversale de fibre de O-corrélation pondéré 


Tout en fixant Ç, nous allons démontrer que les fibrés Qç et Afç sont invariants par rapport 
à une déformation miniversale. Nous allons aussi montrer que l’espace de Kuranishi du fibré 
Afç est lisse au point correspondant de Afç. Pour ( = 0, l’espace du module de fibré stable Afç 
sur P 2n+1 est séparable topologiquement au point correspondant au fibré Afç. 

5.1. Théorème. (Hartshorne, [E]j. Si F est un faisceau cohérent sur un schéma projectif X 
sur un corps de base K tel que hdF < 1, il existe un schéma Y = Spec(R) qui paramétrise 
les déformations miniversales de F, où R est une K-algèbre locale complète. 

Démonstration. Voir le théorème (19.1 [15]). □ 

5.2. Théorème. Soit E un fibré vectoriel sur l’espace projectif P n . Il existe Kur(E), un espace 
de Kuranishi de E, qui est une base de la déformation miniversale de E. Autrement dit, Kur(E) 
paramétrise toutes les déformations miniversales de E. 

Démonstration. Voir l’article de M. Kuranishi [2Ü]. □ 

Soit e un point correspondant au fibré E. Alors l’espace Kur(E) est équipé d’une famille 
universelle. La fibre (Kur(E), e), un espace topologique pointé, est unique à un automorphisme 
près. 

5.3. Lemme. Soient et Q''- deux fibrés de quotient pondéré sur p 2ri+1 qui sont définis par 
les suites exactes suivantes 

0 —>• 0 P 2 n +1 (-7 - C) ——> 0 
0 —► 0 P 2n+i(- 7 - C) —► Rç ^4 Qç —► 0 

tels qu’il existe un morphisme : Q'^ — y Q'ç. Alors il existe un morphisme ip : Rç — y Rç tel 
que q 2 ° <p = ° qi ■ 

Démonstration. De la deuxième suite, on obtient la suite exacte suivante 

0 —► HomfiHç, O p 2 „+i(- 7 - C)) —► Hom{R 0 Rç) ^4’ HomfiRç, Qç) 

—y Ext 1 (Rç, 0 V 2 n+1 (-7-0)—>0. 

Connue on a 

Ext\n c , o P2n+1 (- 7 - c)) = 7 - c)) = o, 

alors on obtient que 

Hom(R c ,R c ) Hom(n c , Qç) —► 0 

Comme on a le morphisme o q 1 : Rç —y Q" qui est dans Hom(Rç, Qç), donc il existe un 
morphisme <p : Rç — y R ç tel que q 2 ° p = ° qi . 

□ 
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5.4. Lemme. Soient f, f G Hom{Ov^+i{—7 — C)> 'H-c) deux morphismes. Alors f et f don¬ 
nent le même élément dans le schéma Quot^ ( /p 2 n+i si et seulement s’il existe un isomorphisme 
g G End(Op 2 n+i(—'f — ()) tel que f — f' o g. 

Démonstration. C’est la définition de schéma Quot Hc / v 2 n+i. 

□ 


Le théorème suivant est une généralisation du ([2], théorème 3.3) sur P 2n+1 . 

5.5. Théorème. Soit Qç :0 un fibré de quotient pondéré sur P 2n+1 qui est défini par la suite 
exacte suivante 

o —> c> P 2 „ + i (-7 - c) Qçfl 0 

où xq E Ho7n(Op2n+i (—7 — Oj'Hç). Alors chaque déformation miniversale de fibré Q 70 est 
encore un fibré de quotient pondéré sur P 2n+1 . L ’espace de Kuranishi de Qç t0 est lisse au point 
correspondant de Qç,o- 

Démonstration. Soient xo G Hom(Op 2 n+i (—7 — et Q 70 = coker(x 0 ) le fibré vectoriel 

quotient pondéré correspondant au x 0 . Soit X un composant irréductible de Quotu ( /f> 2 n+i tel 
que x 0 G X et y 0 G Kur(Q^ 0 ) correspondant au fibré Qçp. On a le morphisme de fibres suivant 

tt : (X,x 0 ) —* (Kur(Qç } o),yo) 

D’après le théorème 3.12, page 137 [26], on a 

dim yo (Kur(Q <i0 )) > dim xo (X ) - dim X0 (-K~ l (yf)). 

D’après le théorème 2.2, page 126 [26], on a h 1 (£nd(Q^ 0 ))) > di7n yo (Kur(Q^ 0 )). Soit 
Z = {xi G X\ Q 71 ~ Q 70 oh Qç.i est le fibré correspondant à X\ }. 

On obtient que 

(tt _ 1 ( 2 /o), 2 /o) Ç (Z,x 0 ) et dtm xo ((7r _ 1 (y 0 ),t/o)) < dim X0 ((Z, x 0 )). 

Donc on a 

dim yo (Kur(Q^ 0 )) > dim Xo (X ) - dim Xo ((Z, x 0 )). 

On a aussi dim XQ (X) = h°(fH ( ;( r y + ()) — 1 = h°(Q^, 0(7 + C))- Soit 

S = {i/j G End(fH<f )| 7p .xq = x 0 }. 

D’après les lemrnes [5.31 et lo~Ll on obtient que 

dim Xo (Z) = h° (EndfiHç)) — dim Xo (Y. 1 ) — 1 . 

De la suite exacte de fibrés vectoriels 

0 —s- Qç j0 ® 7dç —» £nd(pHç) —> 7 + C) —» 0 , 

on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques 

0 —> H°(Q C * 0 ® n c ) —► End{U<f) ^ tf 0 (H c ( 7 + C)), 



FIBRÉ VECTORIEL DE O-CORRÉLATION PONDÉRÉ SUR L’ESPACE P 2n+1 


27 


qui nous donne 

dim XQ (S) = h°(Qç* 0 <g> Hç). 

De la suite exacte précédente de fibrés vectoriels, on obtient que 

h\Q c * 0 ® Hç) = h°(U c {7 + 0) - h°(Snd{n c )) + h°(Q ç * 0 <g> 7* f ). 

Donc on a 

dim yo (Kur(Q C)0 )) > h°(% c ( 7 + C)) - hfi^SndfiH^)) + h°{Qfi 0 = hfiQ^, (g) % c ). 

La suite exacte suivante des fibrés vectoriels 

0 —» Qc!o(“ 7 - C) —» Qç*o ® —» £nd(Qç t0 ) —» 0 

nous donne que h 2 (£nd(Qç }0 )) = 0 et 0 ® —> H 1 (£nd(Q^ 0 )) —> 0. Donc on a 

fi 1 (Qc*o®^c) — ^ 1 (^ n< ^(2c,o))- Ensuite on obtient que 

dim yo (Kur(Q C:0 )) > 

Autrement dit, dim yo (Kur(Qç :0 )) = /i 1 (£n<i(Q^ > o)) et Kur(Q^ 0 ) est lisse en y 0 . De plus on a 

dim yo (Kur(Qçfi)) = dim Xo (X) - dim^n -1 (y 0 )). 

D’après le théorème de la semicontinuité de fibres (12.8, page 288 [H]), on obtient que 
dim yo (Im(7r )) = dim yo (Kur(Qç t 0 )) et que 7r est surjectif. Cela implique que Q^o est invariant 
par rapport à une déformation miniversale. 

□ 

5.6. Lemme. Soit Qç un fibré de quotient pondéré sur F 2n+1 . Soient Af'fi et A/J'* des fibrés de 
0-corrélation pondéré sur P 2n+1 qui sont définis par les suites exactes 

0 —> cwi(- 7 ) ^ qj -4 a/J* —> 0, 

et 

0 —► C» P 2„ + i(- 7 ) —> Qfi- ~^y AT''* —» 0. 

tels qu’il existe un morphisme fi : A r J* —* A/J'*. Alors il existe un morphisme <p : Q £ —y Qç 
tel que p 2 0 <p = fi 0 Pi ■ 

Démonstration. De la suite exacte suivante 

0 —y Op2„+i(- 7 ) —► Q* ^4 A/J'* —y 0, 

on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques 

0 —> Hom(Ql, CW+i(- 7 )) —> Hom(Q* 0 Q\) Hom(Q* 0 A/J'*) 

-> Ext 1 (Q* ( -, d? P 2 n+l(— 7 )) —» 0. 

Comme on a 

£xt 1 (Q£,cWi(- 7 )) = ^(QcÎ-t)) = 0, 

alors on obtient que 

Hom{Q* c , Q* c ) p -Hy H om(QJ,A/J'*) —► 0. 
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Comme on a le morphisme ÿ o p 1 : Q*. —» J\f”* qui est dans Hom(Q^,J\f^*), donc il existe un 
morphisme (p : Qf —» <2£ tel que P 2 ° p — ip ° Pi- 

□ 

5.7. Lemme. Soit Qç un fibre de quotient pondéré sur P 2n+1 . Soient f,f' deux morphismes 
dans Hom(0 P 2n+i (— 7 ), Q£). Alors f et f donnent le même élément dans QuotQ*/p 2 n+i si et 
seulement s’il existe un isomorphisme g G End(Op 2 n+\ (-7)) que f = f o g. 

Démonstration. C’est la définition de schéma Quot Q * / P 2 n+i. 

□ 


Le théorème suivant est une généralisation du (pj, théorème 4.4) sur P 2n+1 . 

5.8. Théorème. Soient Qç le fibré de quotient pondéré sur P 2n+1 et Afçp le fibré de 
O-corrélation pondéré sur IP 2ri+1 qui sont définis par les suites exactes 

0 —)• Op2n+ 1 (- 7 ) ^ Q* —>• Af* fi —> 0 
et 

0 —y 0 P 2n+i (—7 — Ç) —)■ "Hç —y Qç —y 0, 

où g 0 G Ho7n(Op2n+i (— 7 ), Qç). Alors chaque déformation miniversale de fibré Af^o est encore 
un fibré de O-corrélation pondéré sur P 2ri+1 . L’espace de Kuranishi de Afç.o est lisse au point 
correspondant de A /ç j0 . 

Démonstration. Soient go G Hom(Op2n+i (— 7 ), <2£) et Affio = coker(g 0 ) un fibré vectoriel 
quotient de Q £ correspondant au g 0 . Soit Y Ç QuotQ*/ p2n+i un composant irréductible de 
Quot q* yp2n+i tel que g 0 G Y. Soient x G Kur(Qç) correspondant au fibré Qç et z 0 G Kur(Afç$) 
correspondant au fibré Afçp. 


(Y, g 0 ) ---- (KurQç, x) 


(KurAfçfl, z 0 ) 

D’après le théorème 15.51 pour le morphisme 'h, on a 

dim go {Y) = dim x {Kur{Q(fi) + dim go (^/^ 1 (x)), 

et dim x (Kur(Qç )) = h l (£nd(Qf)). La dimension de la fibre du morphisme 4/ est égale à 
h 0 (Q(h)) ~ h 0 (Op2n+l), donc on obtient 

dim go (Y) = h 1 {£nd{Q ( f)) + h°{Q\{ 7 )) - 1. 

En faisant la même chose comme dans le théorème 15.51 on obtient, pour le morphisme <L, 
h 1 (Snd(Afç ! o)) > dim Z0 (Kur(Afçfl )) > dim go (Y) — dim go (^~ 1 (z 0 )). 
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Soit Z = {gi G Y | A /^,1 — A^* : o où A/ù ; i est le fibre correspondant à gi }. On obtient que 
($~ 1 (2o),2o) Ç {Z, g 0 ) et dvm go ((^~ l (z 0 ), g 0 )) < dim go ({Z, g 0 )). 

Donc on a 

dim Zo (Kur(J\f c ,o )) > dim go (Y) - dim go ((Z, g 0 )). 

Soit S = {a G End(Qç)\ a. go = go}- D’après les lcmmes fSTfil et f5T7l on obtient alors que 

dim go (Z) = h°(£nd(Qç)) — dim go (Y ) — 1. 


En considérant la suite exacte suivante de fibrés vectoriels 

0 —> Q* ® Aé Çi0 —>• SndiQç) —> Q*( 7 ) —»• 0, 

on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques 

0 —► —► End(Q c ) ^ H°(Q * C { 7 )), 

qui nous donne dim go ( S) = h°(Q^ ® J\fç,o)- Donc on obtient que 

dim Z0 (Kur(Af c „)) > ù^n^Qç)) + ù°(Qç( 7 )) - ù°(£nù(<2 c )) + ® jV Ci0 ). 

De la suite exacte précédente de fibrés vectoriels, on obtient que 

dim Z0 (Kur(Af Cfi )) > h\£nd(Q c )) + ù°(Qç( 7 )) - h°(£nd(Q c )) + h°(Q* c ® JV Ci0 ) = 
= h\Ql®AT Cfi ) ~ h 2 {Q* c ® Aé Çi0 ) + /i 1 (Q£( 7 )) + ù 2 (£nù(Q ç )). 
et 

H\Ql^)) —► ùr 2 (Q* ® jV Ci o) —>• H 2 (£nd(Q ( )) —> ... 

Donc on obtient que h 2 (Q*^ ® J\fç,o) < h 2 (£nd(Q <;)) + ù 1 (Q^( 7 )) et que 

dim Zo (Kur(J\f Cfi )) > ® A/^o). 

En considérant la suite exacte suivante de fibrés vectoriels 

0 —» -A/ç i0 (— 7 ) —> Qç ® A/" Çi0 —> £nd(Af Cfi ) —> 0 , 

on obtient que 

• • • —> ^(Qç ® AA Ci0 ) —► H\£nd(Af Cfi )) —► /É 2 (Aé ç , 0 (- 7 )) —►... 

Donc on a 

h}(£nd(J\fçfl)) < h\Ql®Af C0 ) + ù 2 (AA ç , 0 (- 7 )) = ® jV c , 0 ) 

et 

dim Z 0 (Kur(J\f Cfi )) > h l (£nd(Nçjo)). 

Alors on a dim Zo (Kur(Afçfi)) = /i 1 (^nù(A/ç ) o)) et Kur(J\fç t o) est lisse en z 0 . De plus on a 

dim zo ( Kur (A/ç j0 )) = dim go (Y) - dim 90 ($ _1 (^ 0 ))- 


D’après le théorème de la semicontinuité de fibres (12.8, page 288 [14]), on obtient que 
dzm Zo (Jm(4>)) = dim Zo (Kur(J\fç t o)) et que $ est surjectif. Cela implique que A/" 7 o est invariant 
par rapport à une déformation miniversale. 

□ 
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5.9. Théorème. éfTÏÏ] . théorème 6,f). Soient E et É deux fibres vectoriels simples non- 
isomorphiques sur P m . Si les points associés aux fibrés E et E sont non-séparables (topologique- 
ment) dans l’espace du module de fibrés simples, alors il existe deux morphismes non-triviaux 

ip : E —y E , : E —>■ E 


tels que ip o fi = fi o ip — 0 . 

Démonstration, voir [T9] . □ 

5.10. Proposition. é[23J. Lemme 1 . 2 . 8 ). Soient E et E' deux fibrés vectoriels semi-stables tels 
que rg(E ) = rg(E) et cfiE ) = cfiE) sur P m . Soit p> : E —>■ E un morphisme non-trivial. 
Si au moins un des deux fibrés est stable, alors p> est un isomorphisme. 

Démonstration, voir [23]. □ 

5.11. Proposition. Soient Qç, des fibrés de quotient pondéré sur P 2ri+1 et Afç,Afç des fibrés 
de 0 -corrélation pondéré sur P 2n+1 qui sont définis par les suites exactes, pour £ = 0, 

0 —y (Üp2n+i (—7) —y Hç —y Qç —> 0 
0 —y Op2n+i(— 7) —y "Hç —y Q^ —y 0, 

et 

0 —> O p 2„+i(-7) —y Q* ( -U Af c —> 0 

0 —► 0 P 2 „+i(- 7 ) —► q! ( * - 4 - fifç —> 0. 

Soit 7 > (2 n + l)A n . Alors les points associés aux Afç,Afç sont séparables dans l’espace du 
module AA.p2n+i . 

Démonstration. On fixe 7 > (2 n + l)A n > ^” = o A*. Supposons que les points associés aux 
Afç. J\fç sont non-séparables dans l’espace de module M.p 2 n+i. D’après la proposition 15.91 il 
existe deux morphismes non-triviaux 

<P : Afi —y Af'ç, fi : Aç —y Afi 

tels que (pofi = fioip = 0. En utilisant la suite exacte suivante 

0 —y (Dp2n.pi ( 7) —> 44 Af' ( —y 0, 

on obtient la suite exacte suivante de groupes cohomologiques 

0 —» Hom(Q*ç,Op2n+i(—j)) —y Hom(Q*ç, QA) —y Hom(Q*^,Af^) 

-* Ext 1 (Qç, Op 2n+l(—7)). 

Comme on a 

Ext 1 {Q* ç ,O r ^i(-'y)) = 7)) = 0, 

Hom(Qç, < 2 ç*) —y H orrfiQf-, Af'ç) —y 0. 


alors on obtient 
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Donc, pour le morphisme 

<p o q : Qç -4 A/ç —4 J\f'ç 

il existe 0 4 P £ Hom(Q £, ô4) tel que q o p = p o q. D’après la proposition 13.31 Q^*, sont 
stables. D’après la proposition 15. 101 on obtient que le morphisme p est un isomorphisme. Donc 
on a le diagramme commutatif 


Q 


* 

C 


-4 


p i 


<p 



<? 


0 

0 


En répétant les mêmes procédures précédentes pour le morphisme i/j : J\f{- —» A/ç, tout en 
utilisant la suite exacte 


0 —> O p 2n+i(- 7 ) —» Qç -4 A/" ç —» 0, 

on obtient alors un isomorphisme 0 4 P 4 Hom(Q £ , Q£) tel que le carré suivant est commutatif 


Donc on a le diagramme suivant 




b 



0 

0 . 


0 

0 

0 


Op2n + l (— 7 ) 


0p2n+l (—7) 


Ol 


p2n+l ( 


-7) 




p 

2 c 

p 1 

Q*r 


■K 


c ‘ 

■ v'- 

V> 

' A/ç - 


0 

0 

0 


tel que qopop — ipopoq — 0. Donc on a le morphisme suivant qui est défini, pour tout 
x G P 2n+1 , par 


97 : Q-Cx —* (0p 2n+1 ( 7)4 —> 0 
z 1 —> p op(z). 

g* ^ ^ 

Alors on a le morphisme 0 —» 0 P 2 n+i —> Qç( — 7)’ c’est-à-dire on a une section de fibré 
Qç(— 7 ). Ce qui est une contradiction au fait que H°(Qç(— 7 )) = 0. 

□ 
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